
Ministarstvo prosvete Republike Srbije

Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

10. februar 2024.

Prvi razred - A kategorija

1. Poznato je da je broj 21982145917308330487013369 jednak broju n13, za neki prirodni
broj n. Odrediti broj n.

2. Data je tabla dimenzija 2023× 2024. Aca i Branko igraju slede�u igru: Najpre Aca
bira poǉe table i postavǉa kraǉicu, a potom naizmeniqno odigravaju potez kraǉicom
(u skladu sa xahovskim pravilima), pri qemu u svakom potezu pomeraju kraǉicu na
neko od poǉa table na koje kraǉica do tada nije stala (tokom igre ne mogu pomeriti
kraǉicu na poqetno poǉe - poǉe na koje je Aca, u poqetku igre, postavio kraǉicu).
Igru gubi igraq koji ne moжe da odigra potez. Ukoliko Branko igra prvi (nakon xto
je Aca postavio kraǉicu), koji igraq ima pobedniqku strategiju?

3. Sa koliko najvixe nula moжe da se zavrxava broj N = 1n+2n+3n+4n, gde je n ∈ N?

4. Neka je X sredixte osnovice AB trapeza ABCD. Ako je ∢ADX = ∢BCX, dokazati
da su simetrale uglova ∢ADX,∢DXC i ∢XCB prave istog pramena, tj. da se sve tri
seku u jednoj taqki ili da su paralelne.

5. Beskonaqni niz prirodnih brojeva a1, a2, a3, . . . je definisan sa:

a1 = a2 = 1, an+2 = an+1 + an,

za svako n ∈ N. Dokazati da vaжi
a1

2
+

a2

22
+ . . .+

a2024

22024
< 2.

Vreme za rad 180 minuta.

Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.



Ministarstvo prosvete Republike Srbije

Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

10. februar 2024.

Drugi razred - A kategorija

1. Na�i najmaǌu vrednost izraza |202a− 4b|, gde su a i b proizvoǉni prirodni brojevi.

2. Odrediti sve parove celih brojeva (a, b) ∈ Z× Z za koje vaжi

(a2 + b)(a+ b2) = (a− b)3.

3. U tangentnom petouglu ABCDE vaжe slede�e jednakosti:

∢BAC = ∢EBD = ∢DAE i ∢ABE = ∢CAD = ∢CBD.

Da li petougao ABCDE mora biti pravilan?

4. Odrediti sve parove prirodnih brojeva (x, y) ∈ N× N, x > y, takve da je

[x2 + xy, xy − y2] + [x− y, xy] = 22023,

pri qemu [a, b] oznaqava najmaǌi zajedniqki sadrжalac prirodnih brojeva a i b.

5. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje postoji n gradova koji su povezani putevima
(put je dvosmerna veza izme�u dva razliqita grada, qiji su krajevi ta dva grada),
takvim da za svako i, 16 i6n, postoji grad sa taqno i puteva kojima je jedan od krajeva
upravo taj grad (izme�u bilo koja dva grada moжe postojati i vixe od jednog puta).

Vreme za rad 180 minuta.

Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.



Ministarstvo prosvete Republike Srbije

Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

10. februar 2024.

Tre�i razred - A kategorija

1. Neka je p prost broj oblika 4k + 1, za neko k ∈ N, k > 2. Dokazati da je

τ((p − 2)!!2 + 1)> 8,

gde je τ(n) ukupan broj pozitivnih delilaca prirodnog broja n (za m = 2n − 1 vaжi
m!! = (2n− 1)!! = (2n− 1) · (2n− 3) · . . . · 3 · 1, n ∈ N).

2. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

x2 − 4x+ 10 =
√

x3 − 4 +
√

3x3 − 20 + 2
√

9− x3.

3. Data je tabla dimenzija 2023× 2024. Aca i Branko igraju slede�u igru: Najpre Aca
bira poǉe table i postavǉa skakaqa, a potom naizmeniqno odigravaju potez skakaqem
(u skladu sa xahovskim pravilima), pri qemu u svakom potezu pomeraju skakaqa na
neko od poǉa table na koje skakaq do tada nije stao (tokom igre ne mogu pomeriti
skakaqa na poqetno poǉe - poǉe na koje je Aca, u poqetku igre, postavio skakaqa).
Igru gubi igraq koji ne moжe da odigra potez. Ukoliko Branko igra prvi (nakon xto
je Aca postavio skakaqa), koji igraq ima pobedniqku strategiju?

4. Odrediti polinom P sa celobrojnim koeficijentima, takav da je broj P (n) + 22n

deǉiv sa 2401, za svako n ∈ N.

5. Dat je trougao ABC sa ortocentrom H i opisanom kruжnicom k. Neka je A′ taqka
takva da je AA′ preqnik kruжnice k. Neka je M sredixte stranice BC i neka prava AH

seqe kruжnicu k u taqki D. Kruжnica kroz taqke M i A′, koja dodiruje kruжnicu k,
seqe pravu BC, ponovo, u taqki E. Dokazati da se prave DM i A′E seku na kruжnici
k.

Vreme za rad 180 minuta.

Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.



Ministarstvo prosvete Republike Srbije

Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

10. februar 2024.

Qetvrti razred - A kategorija

1. Neka je A ukupan broj mogu�ih bojeǌa svih temena pravilnog n−tougla, n ∈ N, n>3,
u tri razliqite boje, a B ukupan broj mogu�ih bojeǌa tih istih temena u qetiri
razliqite boje, pri qemu su u drugom sluqaju susedna temena obojena razliqitim bo-
jama. U zavisnosti od n, razmotriti koji broj, A ili B, je ve�i i za koliko (prilikom
bojeǌa ne moraju sve boje biti upotrebǉene)?

2. Odrediti sve prirodne brojeve n takve da za svako x ∈ (0, π
2
) vaжi nejednakost

n sinx+ tg x

x
> n+ 1.

3. Na stranicama DE i EF pravilnog xestougla ABCDEF, redom, uoqene su taqke X

i Y. Neka je AXX ′ jednakostraniqan trougao, pri qemu su taqke X ′ i E sa suprotnih
strana prave AX, a AY Y ′ jednakostraniqan trougao, pri qemu su taqke Y ′ i E sa
suprotnih strana prave AY. Ako je X ′Y ′ = 3AB, dokazati da je EX = EY.

4. Da li postoji polinom P sa celobrojnim koeficijentima za koji vaжi

−76 P (−1)6−4 i P (2024) = P (20)24 + P (24)20?

5. Odrediti sve realne brojeve x za koje postoji prirodan broj n i konaqan niz realnih

brojeva x1, . . . , xn, takvih da je x1 = x, xk+1 =
xk

{xk}
, 1 6 k 6 n − 1, pri qemu je xn ∈ Z

({x} = x− ⌊x⌋, gde je ⌊x⌋ najve�i ceo broj ne ve�i od x, x ∈ R).

Vreme za rad 180 minuta.

Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.



Ministarstvo prosvete Republike Srbije

Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

10. februar 2024.

Prvi razred - B kategorija

1. Koliko se najvixe kraǉeva moжe postaviti na klasiqnu xahovsku tablu tako da
se oni me�usobno ne napadaju (svaki kraǉ napada nekog drugog kraǉa u skladu sa
poznatim xahovskim pravilima)?

2. Mladen, Ivan i Rastko su drugari koji qesto zajedno idu na pijacu. Zna se da svako
od ǌih na pijaci kupuje uvek isto vo�e i to kupine ili maline (samo jedno vo�e od
nabrojanih). S tim u vezi, ko od ǌih xta kupuje, poznati su slede�i iskazi:

1◦ Ako Mladen kupuje maline, onda Rastko kupuje isto vo�e kao i Ivan.

2◦ Ako Rastko kupuje maline, onda Ivan kupuje drugaqije vo�e od Mladena.

3◦ Ako Ivan kupuje kupine, onda Mladen kupuje isto vo�e kao i Ivan.

Da li su ove izjave neprotivreqne?

Za koga od ǌih moжemo sa sigurnox�u da tvrdimo xta kupuje?

3. Neka je H ortocentar oxtrouglog trougla ABC, AB > AC, i neka je duж AD visina
iz temena A tog trougla. Oznaqimo sa E taqku prave BC, E 6= C, za koju je DE = DC.
Pretpostavimo da se prave AE i BH seku u taqki S. Ako je taqka N sredixte duжi
AE, a taqka M sredixte duжi BH, dokazati da je prava MN normalna na pravu DS.

4. Data je funkcija f : [0, 1) → (0, 2], koja je definisana zahtevom:

f(x) =

{

2x+ 1, ako je 06 x6
1

2
,

2x− 1, ako je

1

2
< x < 1.

(a) Rexiti nejednaqinu f(x)> 3

2
.

(b) Odrediti inverznu funkciju date funkcije.

5. Neka su abc i def , a · c · d · f 6= 0, trocifreni brojevi za koje vaжi abc+ cba = def + fed.
Dokazati da brojevi abc i def imaju istu cifru desetice.

Vreme za rad 180 minuta.

Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.



Ministarstvo prosvete Republike Srbije

Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

10. februar 2024.

Drugi razred - B kategorija

1. Za pravougaoni sto sa 30 stolica (15 stolica sa jedne ivice stola i naspram ǌih jox
15 stolica) treba smestiti 15 braqnih parova (muж i жena qine braqnu zajednicu),
tako da svaka жena sedi ili pored ili prekoputa svog muжa. Na koliko naqina je ovo
mogu�e uqiniti?

2. Ako su a, b i c realni brojevi takvi da nejednakost ax2 + bx + c > 0 vaжi za svako
x ∈ R, dokazati da tada za svako x ∈ R vaжi i nejednakost cx2 + bx+ a> 0.

3. Neka je X sredixte osnovice AB trapeza ABCD. Ako je ∢ADX = ∢BCX, dokazati
da su simetrale uglova ∢ADX,∢DXC i ∢XCB prave istog pramena, tj. da se sve tri
seku u jednoj taqki ili da su paralelne.

4. U oxtrouglom trouglu ABC, AB > AC, taqka D je preseqna taqka simetrale unu-
traxǌeg ugla u temenu A i stranice BC tog trougla. Neka je taqka E podnoжje normale
iz taqke D na pravu AB. Ako je duж CE teжixna duж trougla ABC, dokazati da je
AF = AB−AC

2
, pri qemu je F podnoжje visine iz temena C trougla ABC.

5. Odrediti onaj prirodan broj n za koji vaжi da broj 2024n ima taqno 160 prirodnih
delilaca.

Vreme za rad 180 minuta.

Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.



Ministarstvo prosvete Republike Srbije

Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

10. februar 2024.

Tre�i razred - B kategorija

1. U trouglu ABC, sa uglovima α, β i γ u temenima A,B i C, redom, vaжi da je

sinα = 2023 sinβ sin γ i cosα = 2023 cosβ cos γ.

Odrediti vrednost izraza
1 + tgα+ tg2 α

1 + ctgα+ ctg2 α
.

2. Dat je konveksan i tetivni qetvorougao ABCD. Neka je X presek simetrala unu-
traxǌih uglova u temenima A i B tog qetvorougla i neka je Y presek simetrala
unutraxǌih uglova u temenima C i D tog qetvorougla. Dokazati da taqke D,A,X i
Y leжe na jednoj kruжnici.

3. U jednoj evropskoj xkoli od n uqenika organizovana je жurka. Na жurci se uqenici
druжe i svaki uqenik se sprijateǉio sa prijateǉima svog prijateǉa. Prijateǉstvo
je uzajamni drugarski odnos izme�u dve osobe.

(a) Koliko je minimalno prijateǉstava na poqetku жurke potrebno tako da svi na kraju
provoda budu prijateǉi, odnosno, tako da su na kraju жurke, bilo koje dve sluqajno
izabrane osobe, u prijateǉskom odnosu?
(b) Koliko je maksimalno prijateǉstava na poqetku жurke potrebno tako da ne budu
svi na kraju provoda prijateǉi, odnosno, tako da na kraju жurke postoje dve osobe koje
nisu u prijateǉskom odnosu?

4. Duжine stranica trougla su prirodni brojevi. Jedna stranica je duжine 13, a
naspram ǌe je ugao 120◦. Odrediti povrxinu tog trougla. Na�i sva rexeǌa.

5. Odrediti posledǌe dve cifre broja 23
2024

.

Vreme za rad 180 minuta.

Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.



Ministarstvo prosvete Republike Srbije

Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

10. februar 2024.

Qetvrti razred - B kategorija

1.Poznato je da rexeǌa jednaqine 9x3−63x2+122x−56 = 0 qine aritmetiqku progresiju.
Na�i ta rexeǌa.

2. U trouglu ABC, sa uglovima α, β i γ u temenima A,B i C, redom, vaжi da je

sinα = 2023 sinβ sin γ i cosα = 2023 cosβ cos γ.

Odrediti vrednost izraza

tgα+ tg2 α+ tg3 α+ · · ·+ tg2023 α

tg−1 α+ tg−2 α+ tg−3 α+ · · ·+ tg−2023 α
.

3. Za datum u obliku X.Y.Z. gde je X dan, Y mesec, a Z godina, definixemo ǌegovu
,,zapaǌenost“ kao prirodan broj XY Z. Tako je na primer za datum 12.3.1845. ǌegova
zapaǌenost 1231845. Za datum kaжemo da je zapaǌuju�i ako su u ǌegovoj zapaǌenosti
sve cifre na neparnim pozicijama, kao i sve cifre na parnim pozicijama, jednake.
Neki primeri zapaǌuju�ih datuma su 12.12.1212. i 7.3.737. Koliko je u Novoj Eri,
tj. poqev od 1. januara prve godine Nove Ere) do danas, bilo zapaǌuju�ih datuma?

4. Teжixte trougla ABC je taqka T , a centar upisane kruжnice tog trougla je taqka
S. Ako je AB = 25, ST = 3 i AB ‖ ST , odrediti duжine ostalih stranica trougla
ABC.

5. Neka je P skup svih prostih brojeva. U skupu P, po p, q i r, rexiti jednaqinu

pq
r

+ qr + r = 2024.

Vreme za rad 180 minuta.

Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.


